
 

 

1 はじめに 
（高校 でも習うように）古典力学では、ベクトルの扱いにおいて並

行移動しても同じと習った。従ってこれを扱う上でℝ𝑛では不十分

であり、時間軸を加えた(1 + 𝑛)次元時空ℝ𝑛は原点に依存する天動

説的なものになってしまう。そこで、古典力学にふさわしいベク

トル空間を改めて定義し、有効線分を定式化することで、ニュー

トンの運動方程式がその空間の中で満たされることをみよう。 

アフィン空間の商空間、その同型 
集合 X がベクトル空間 V を基準ベクトルとするアフィン空間で

あるとは、ある{𝜏𝑣|𝑣 ∈ 𝑉}: 𝑋 → 𝑋が存在して 

(A1)∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,  𝜏𝑢 ∙ 𝜏𝑣 = 𝜏𝑢+𝑣 

(A2)∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋, ∃𝑣 ∈ 𝑉, 𝜏𝑣(𝑝) = 𝑞 

が満たされること定義する。このとき、有効線分 

𝛾𝑝,𝑞: [0,1] ∋ 𝑡 ↦ 𝑝 + 𝑡(𝑞 − 𝑝) = 𝜏𝑡(𝑞−𝑝)(𝑞) = 𝜏𝑡𝑣(𝑞) ∈ 𝑋 

に対し𝛾𝑝,𝑞 ∼ 𝛾𝑝′,𝑞′ ⟺ 𝑞 − 𝑝 = 𝑞′ − 𝑝′（と定めるとこれが同値関係

になり,有効線分のなす集合Γ = {𝛾𝑝,𝑞: [0,1] → 𝑋;   𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋}（に対し、 

𝑊 = Γ/∼は𝑉と線型同型なベクトル空間になる。ここで𝑋は配位空

間に対応し、各点𝑝 ∈ 𝑋に対し位置ベクトルのなすベクトル空間を

𝑉𝑝 = 𝑇𝑝𝑋 = {(𝑝, 𝑣); 𝑣 ∈ 𝑉}で表すことにする。 

ガリレイ時空、時間と空間の分離 
実ベクトル空間𝑊（を基準ベクトルとするアフィン空間𝑌（がガリレ

イ時空であるとは、非零線型形式𝑇: 𝑊 → ℝが存在して𝐾𝑒𝑟 𝑇が0で

ないノルム空間であると定義する。𝑇は時間間隔と呼べるだろう。

事象𝑝, 𝑞 ∈ 𝑌が同時であるとは𝑞 − 𝑝 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑇であると定義する。こ

のとき𝑣0 ∈ 𝑊¥𝐾𝑒𝑟 𝑇（を任意にとると𝑊（の元𝑤（に対し、𝜓(𝑤) =

(
𝑇𝑤

𝑇𝑣0
, 𝑤 −

𝑇𝑤

𝑇𝑣0
𝑣0)（とするとこれはℝ × 𝐾𝑒𝑟 𝑇（との線形同型写像にな

り、ガリレイ時空は時間と空間に分離される。これは、初期時刻

を特別に定めなくても“同時”という概念が、時空を時間と空間

に分離することを意味する。 

相空間 
実ノルム空間𝑉（を基準ベクトルとするアフィン空間𝑋（を位置ベク

トルの属す配位空間と設定すれば接バンドル𝑇𝑋 = ⋃ 𝑇𝑝𝑋 =𝑝∈𝑋

𝑋 × 𝑉（は相空間と特徴づけられる。時間空間𝐼 ⊂ ℝ（に対し、𝜉(𝑡) =

(𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡)) ∈ 𝑇𝑋は相空間の運動に対応する。𝑋がアフィン空間で

あることに気を付ければ𝑥′(𝑡)（は基準ベクトルの空間𝑉（の元であり、

𝜉′(𝑡)（は𝑉 × 𝑉（の元になる。一方、接バンドルから𝑋（のの射影を

𝜋: 𝑇𝑋 → 𝑋 ,その微分を 𝜋′: 𝑇𝑋 → 𝑉（とすれば、その接写像は

𝑇𝜋: 𝑇𝑇𝑋 ∋ ((𝑥, 𝑢) , (𝑣, 𝑤)) ↦ (𝜋(𝑥, 𝑢), 𝜋′(𝑥, 𝑢)(𝑣, 𝑤)) = (𝑥, 𝑣) ∈ 𝑇𝑋

となる。ここで𝑇𝑇𝑋 = 𝑇𝑋 × (𝑉 × 𝑉) = (𝑋 × 𝑉) × (𝑉 × 𝑉)（は𝑋（の二

重接バンドルであり、𝑇𝑇𝑋から𝑇𝑋及び𝑉 × 𝑉のの射影を 𝜋̃ 及び𝑝 =

(𝑝_1, 𝑝_2)（とすれば𝑇𝜋 = (𝜋 ∘ 𝜋̃, (𝜋′ ∘ 𝜋̃) ⋅ 𝑝) = (𝜋 ∘ 𝜋̃, 𝑝1)（となる。

 

二階のベクトル場 
𝑓: 𝑇𝑋 → 𝑇𝑇𝑋（が二階のベクトル場であることを𝑇𝜋 ⋅ 𝑓 = 𝑖𝑑𝑇𝑋（を満

たすものとして定義する。このとき、𝑝 ∘ 𝑓: 𝑇𝑋 → 𝑉 × 𝑉の任意の積

分曲線𝜉: 𝐼 ∋ 𝑡 ↦ (𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡)) ∈ 𝑇𝑋は次の等式を満たす。 

𝜉′(𝑡) = (𝑥′(𝑡), 𝑣′(𝑡)) = (𝑣(𝑡), (𝑝2 ∘ 𝑓)(𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡))) 

ニュートン力学の基礎的枠組み 
ガリレイ時空を時間軸と配位空間の積アフィン空間に分解し、質

点の状態が時間軸の基準ベクトル空間ℝの区間 I 上で定義された

写像𝐼 ∋ 𝑡 → 𝜉(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡)) ∈ 𝑇𝑋（により記述されるとし、与え

られた力の場𝑓とは、相空間𝑇𝑋上で定義された写像(二階のベクト

ル場)とする。この力の場を用いて、𝑉上で 

{
𝑥′(𝑡) = 𝑣(𝑡)

𝑥′′(𝑡) = 𝑣′(𝑡) = (𝑝2 ⋅ 𝑓)(𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡))
 

が満たされる。これは(質量を 1とみなした)運動方程式に他なら

ない。この基礎的枠組みは自然と(無限次元を含む)バナハ多様体

に拡張される。 

運動方程式は解けるのか？ 
さて基本設定に戻ろう。上のような(一般にバナハ空間上の)ニュ

ートンの運動方程式は、果たして滑らかな一意解をもつのか？と

いうのは自然な疑問だ。実は、通常の𝑅𝑛の時の常微分方程式と同

様に、連続な力の場𝑓が𝑋 × 𝑋上局所リプシッツならば極大解の存

在と一意性が従い、さらに𝑓（が適当な有界性を持っていれば大域

解の存在が従う。 
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