
 

 

概要 
𝑛を 自然数としたとき, 各点が 𝑛 を の実数の組で表される空間

  𝑛 を元 ユークリッド空間と呼ぶ. ユークリッド空間の縁のない

図形 貼り合わせた多様体と呼ばれる図形がある. 本ポスターで

は多様体は十分大きい元 のユークリッド空間の中に埋め込める

こと 主張するホイットニーの埋め込み定理について証明は省く

が見ていく. 

ユークリッド空間と開集合 
 ユークリッド空間の具体例についてみよう. たとえば 2 を元 ユ

ークリッド空間とは各点が 2  の実数の組で表される空間であり, 

これは通常の 𝑥𝑦 を面 などの座標面 のことである.  2 を元 ユー

クリッド空間の点は例えば (2, 3) をのようなのので表されて(下の

図参照), これは高校で導入されたであろう位置ベクトルに対応

する.  

 

 このようなユークリッド空間のなかで“縁がない” 図形のこと

 開集合という. 正確には, ユークリッド空間の部分集合 𝑈 で, 𝑈

の中のどんな点 𝑝 をに対してのある正の数 𝑑 をがあてて点 𝑝 をか 距

離 𝑑 をけ 離れてのまけ 𝑈 をの中にいるような部分集合 𝑈 をのことで

ある. たとえば, 𝑥𝑦 を面 において 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑟2  ( 𝑟 をは正の実数)で

表されるような開円板と呼ばれる図形は開集合である. 

多様体 
 余白の都合上詳しくは書 ないが, 縁や, 点の近く 表す部分集

合の集まり, 開集合, 有向点列と呼ばれる点の集まりの収束など

の構造が定まてている集合のこと 位相空間という. 実は挙げた

四つのいずれかが定まれば自動的に他のののの定まることが知 

れている. さて, 位相空間があれば“連続的に” 移すことが定義出

来る. 少し正確には移る先の誤差 , 移す前の誤差 小さくすれ

ば, いく での小さく制御できること 連続的と言てている. 位

相空間が二つあてて, それが連続的に変形しあえる位相空間であ

るとき, 同相であるという. これはどのく いの変形 許すかと

いうとドーナツ マグカップに, 三角形 四角形や丸に移せるく

 いゆるゆるな関係である. たけし,  に戻せないく い潰す, た

とえば面  線に潰すことは許されていない. (ちなみにこれは

ホモトピー同値と呼ばれる関係になる)  

 位相空間であてて各点の周りで 𝑛 元 ユークリッド空間の開集

合と同相な開集合が取れて, 詳しくは省くが慣例的には第二可算

とハウスドルフと呼ばれる条件 課したのの  𝒏 次元位位相多様

体という. たとえばユークリッド空間そのののはそれ自体が開集

合であり 𝑛 元 位相多様体である. 

座標近傍とアトラス 
 位相空間 覆うような開集合の集まり 開被覆という. 𝑛 元 位

相多様体の開被覆であててそれぞれの開集合が 𝑛 を元 ユークリ

ッド空間の開集合と同相で, その移りあい方 固定したののとそ

の開被覆 合わせたのの アトラスといい開被覆のうちの一つの

開集合 座標近傍と言てて, 座標近傍とユークリッド空間の開集

合への移りあい方のセット 座標近傍系, 特に開被覆が重なてて

いるところではユークリッド空間→多様体→ユークリッド空間の

ようになるのでたけの実数 変数にとてて実数 返す関数ができ

てこれ 変換関数といててどんな変換関数でのこれ  𝑟 階微分で

きるようなアトラス  𝑪𝒓 次 アトラスと呼ぶ. 𝐶𝑟  を アトラスと多

様体のセット  𝑪𝒓 次 多様体といい, 𝐶𝑟  を 多様体同士の間にはユ

ークリッド空間に移してしまてて表示する(座標表示と呼ぶ)こと

で, 𝐶𝑟  を で移りあう 𝑪𝒓 次 分同同相という関係 定義することが

できる. これは同相よりのさ に厳しい条件で, やや語弊 含む

言い方けが丸い所 角に移すことはできない. 

ホイットニーの埋め込み定理 
 さて, ホイットニーの埋め込み定理というのは, 実はいろんなバ

リエーションがあるが Whitney が 1944 年に発見した代表的

なののでは 𝑛 を元 位相多様体は 2𝑛 を元 のユークリッド空間の位

相空間の構造にマッチするような部同多様体への微分同相がある

(埋め込み), という主張である. たとえば円は 1 を元 の多様体で

あるが, ご存じのように面 の中に埋め込むことができる. これ

が見ての てたように抽象的な定義のはずの多様体でどんな元 

での成立してしまうのである. 
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