
 

 

図 1: 左三葉結び目 

結び目 
３次元空間に浮かんでいる１つの輪っかのことを結び目といい，

𝑙個輪っかがあるときは𝑙成分の絡み目といいます1．以下の図１,２

のように３次元空間内の結び目を２次元空間に射影した図を書き，

結び目(絡み目)の図式といいます．輪っかに向きがつけられた結

び目(絡み目)を有向結び目(絡み目)といいます． 

 

 

 

 

 

  

 

２つの絡み目が切ったり自分自身と交わったりしないように連

続的に変形して互いに移りあえるとき，同値であるといいます2． 

２つの絡み目が与えられたときに，それらが同値であることを

示すには，具体的に変形の過程を示せばいいので簡単ですが，同

値でないことを示すのは一般に難しいです．そこで役立つのが絡

み目の不変量というもので，これは全ての絡み目にある量を対応

させ，同値な結び目に対しては同じ量をあてるようなものです．

不変量があると，２つの絡み目に対してそれらの不変量を計算し

て異なる結果になれば，それらが同値でないことが分かります． 

ジョーンズ多項式 
絡み目の不変量の例としてジョーンズ多項式というものがあり，

次のように計算できます．まず，有向絡み目の図式𝑙に対して，各

交点を以下の図３の①か②に変えてできる図式を𝑙 のの状態といい

ます． 

 

図 3: 交点の変形        図 4: 交点の正負 

 

このとき，𝑙のカウフマン括弧 𝑙𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 [𝑙 , 𝑙 − 1] を次のように定

義します． 

𝑙𝑙 𝑙 𝑙 ∑ [ (− 𝑙 2 − 𝑙 − 2 )𝑙 (𝑙 )− 1 ∏ 𝑙 𝑙(𝑙 )
𝑙𝑙𝑙の交点

]
𝑙 :𝑙の状態

 

 
ただし，𝑙(𝑙 )は𝑙の閉じた線の数で，𝑙 𝑙(𝑙 )は𝑙の交点𝑙を①のよう

 

1 正確には，円周𝑙 1を 3次元 Euclid空間𝑙 3に滑らかに埋め込んだ像を結び目といい，𝑙個の𝑙 1を𝑙 3に滑らかに埋め込んだ像を絡み目といいます． 
2 正確には，２つの絡み目𝑙 , 𝑙 ′に対して，ある連続写像𝑙 : 𝑙 3 × [0,1] → 𝑙 3  , (𝑙, 𝑙) 𝑙 𝑙 (𝑙, 𝑙)が存在して，𝑙 (− , 𝑙) : 𝑙 3 → 𝑙 3が任意の𝑙について微分同相で，𝑙 (− ,0) = idかつ  

𝑙 (𝑙 , 1) = 𝑙 ′となるときに，𝑙と𝑙 ′は同値であるといいます． 

に変えていたら𝑙 ので②のように変えていたら𝑙 − 1のをとるものとし

ます．さらに，上の図 4のように𝑙の各交点に+ 1, − 1をつけて，

𝑙 ののねじり数𝑙 (𝑙 )のを𝑙 ののすてての交点に関する+ 1, − 1のの和として

定義します．ここで，(− 𝑙 3)− 𝑙 (𝑙 )𝑙𝑙 𝑙 には𝑙の偶数乗しか現れない

ことが分かるので， 

𝑙𝑙 (𝑙) 𝑙 (− 𝑙 3 )− 𝑙 (𝑙 )𝑙𝑙 𝑙|𝑙 2 = 𝑙− 1 / 2   𝑙 𝑙 [𝑙1/ 2 , 𝑙− 1/ 2] 

と定義して，これを有向絡み目𝑙のジョーンズ多項式といいます． 

組紐群 
以下の図５のように，𝑙の の紐をそれぞれ２つの端点が２つの

異なる平行な平面上に乗るように３次元空間内に埋め込まれたも

のを𝑙の の紐からなる組紐といいます．組紐には以下の図６のよ

うな合成が定まり，この合成によって群を成します．これを組紐

群といい，𝑙 𝑙と書きます． 

 

 

 

 

 

 

 

任意の𝑙 𝑙 のの元は以下の図７のように定義される𝑙𝑙, 𝑙𝑙
− 1(𝑙=

1, … , 𝑙 − 1)の合成で書くことができ，さらに，𝑙 𝑙は次のような生

成元と関係式の表示で書くことが知られています． 

 

𝑙 𝑙 = 𝑙 𝑙1 , … , 𝑙𝑙 − 1|
𝑙𝑙𝑙𝑙+ 1𝑙𝑙 = 𝑙𝑙+ 1𝑙𝑙𝑙𝑙+ 1  (1 ≤ 𝑙≤ 𝑙 − 2)

𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (|𝑙− 𝑙|≥ 2)
𝑙  

 

 

 

 

 

 ここから，組紐と絡み目の関係について見ていきます．まず，

ある組紐𝑙のの上端と下端を次のページの図８のようにつなげてで

きる有向絡み目を𝑙の閉包といい，𝑙̂と書きます．このとき，以下

の二つの定理が成り立ちます． 

 

 

 

 

 

 

 

結び目の不変量と量子群 
Seito 

アレキサンダーの定理 

任意の有向絡み目はある組紐の閉包として表すことが

できる． 

マルコフの定理 

２つの組紐𝑙1 , 𝑙2に対して，𝑙1
ࣲ と𝑙2

ࣲ が同値な絡み目 

𝑙 𝑙1のに次の２つの操作M1 ,M2のを有限回施して，𝑙2のが得

られる． 

M1: 𝑙 𝑙, 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙  , 𝑙𝑙 𝑙𝑙 , M2: 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙  , 𝑙𝑙𝑙 𝑙 𝑙𝑙𝑙
− 1 

  

図２: 右三葉結び目 

図５: 組紐 図６: 組紐の合成 

図 7: 𝑙𝑙, 𝑙𝑙
− 1の定義 



 

 

これらの２つの定理によって，絡み目

のことを，群構造をもつ組紐という対象

を用いて考えることができます．さらに，

組紐群の表現を考えて，その表現からあ

る量を作り，それがM1,M2に対して不変

であることが示せれば，絡み目の不変量

が構成できたことになります． 

そこで，組紐群の表現を考えます．特に，ベクトル空間𝑙とある

線型写像𝑙 𝑙 End (𝑙 𝑙 𝑙 )を用いて，表現 𝑙 𝑙 : 𝑙 𝑙 → End (𝑙 𝑙 𝑙 )を 
 

𝑙 𝑙 (𝑙𝑙) = (id𝑙 )𝑙 (𝑙− 1) 𝑙 𝑙 𝑙 ( id𝑙 )𝑙 (𝑙 − 𝑙− 1)  
 
という形で定めることを考えます．このとき，これが表現になる

ためには𝑙 𝑙 (𝑙𝑙)のが上で示した𝑙𝑙のと同じ関係式を満たす必要があり

ますが，後半の関係式は自動的に成り立ちます．前半の関係式が

成り立つためには，𝑙が 
 

(𝑙 𝑙 id𝑙 )( id𝑙 𝑙 𝑙 )(𝑙 𝑙 id𝑙 ) = (id𝑙 𝑙 𝑙 )(𝑙 𝑙 id𝑙 )( id𝑙 𝑙 𝑙 ) 
 
という式を満たす必要があります．この式をヤン-バクスター方程

式といい，この解をR行列といいます． 

さらに，trace𝑙 2
(( id𝑙 𝑙 𝑙)𝑙 ± 1) = id𝑙 のたただし，trace𝑙 2

はテンソ

ル積の第２成分に対するトレース），𝑙 (𝑙 𝑙 𝑙) = (𝑙 𝑙 𝑙)𝑙  という

２つの式を満たす 𝑙 𝑙 End (𝑙 )のがあるとき，写像 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙

trace(𝑙𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 (𝑙)) はM1,M2に対して不変であることが示せます．し

たがって，ヤン-バクスター方程式と上の２つの式を満たす𝑙と𝑙

が得られれば，絡み目の不変量が構成できることが分かります． 

量子群の表現とジョーンズ多項式 
 ここでは，𝑙𝑙(2, 𝑙 )の量子群の表現を考えると，上で見たような

条件を満たす𝑙と𝑙が得られ，そこからジョーンズ多項式が再構成

されることを見ていきます． 

まず，リー代数𝑙のに対してそのテンソル代数𝑙 (𝑙) = 𝑙 𝑙 = 0
∞ 𝑙 𝑙 (𝑙)

を，𝑙 𝑙 𝑙 − 𝑙 𝑙 𝑙 − [𝑙 , 𝑙 ]  (𝑙 , 𝑙 𝑙 𝑙)  たちが生成する𝑙 (𝑙)のの

両側イデアル𝑙ので割った剰余環 𝑙 (𝑙) 𝑙 𝑙 (𝑙)/𝑙  を𝑙のの普遍包絡環

といいます．この普遍包絡環𝑙 (𝑙)のをパラメータ𝑙ので変形して得ら

れるものを量子群といい，𝑙 𝑙(𝑙)と書きます． 

以下では，特にリー代数𝑙𝑙2 = 𝑙𝑙(2, 𝑙 )のの量子群𝑙 𝑙(𝑙𝑙2)ののみを考

えます．リー代数𝑙𝑙2とは，複素2 × 2行列全体でトレースが０なも

の全体で，次の基底と関係式を持ちます． 
 

𝑙 = (
0 1
0 0

)  , 𝑙 = (
0 0
1 0

)  , 𝑙 = (
1 0
0 − 1

)  

 
[𝑙 , 𝑙 ] = 2𝑙  , [𝑙 , 𝑙 ] = − 2𝑙  , [𝑙 , 𝑙 ] = 𝑙  

 
このとき，普遍包絡環𝑙 (𝑙𝑙2 )は， 
 

𝑙 (𝑙𝑙2 ) = 𝑙 𝑙𝑙 , 𝑙 , 𝑙 𝑙/ (𝑙𝑙 − 𝑙𝑙 = 2𝑙 , 𝑙𝑙 − 𝑙𝑙 = − 2𝑙 , 

     𝑙𝑙 − 𝑙𝑙 = 𝑙 ) 
 
となります．ただし，𝑙 𝑙𝑙 , 𝑙 , 𝑙 𝑙は𝑙 , 𝑙 , 𝑙で生成される非可換多

項式です．さらに，リー代数𝑙𝑙2の量子群𝑙 𝑙(𝑙𝑙2 )とは，𝑙 , 𝑙 − 1 , 𝑙 , 𝑙

で生成され， 

𝑙 𝑙 − 1 = 𝑙 − 1𝑙 = 1 

𝑙𝑙 = 𝑙𝑙𝑙  , 𝑙𝑙 = 𝑙− 1𝑙𝑙  , 𝑙𝑙 − 𝑙𝑙 =
𝑙 − 𝑙 − 1

𝑙1/ 2 − 𝑙− 1/ 2
 

を関係式とするような単位元1のを持つ𝑙 の上の環として定義されま

す．𝑙 𝑙(𝑙𝑙2)の定義において𝑙 = 𝑙𝑙とおいて，𝑙 = 𝑙𝑙 / 2とみなし，

𝑙 → 0とすれば，𝑙 (𝑙𝑙2)が復元されることが分かります． 

 かなり天下り的ですが，次で定義されるような𝑙 𝑙 𝑙 𝑙(𝑙𝑙2) 𝑙

𝑙 𝑙(𝑙𝑙2)たの適切な完備化）を考えます． 

 
𝑙 𝑙 𝑙𝑙 𝑙 𝑙 / 4 exp𝑙((𝑙1/ 2 − 𝑙− 1/ 2 )𝑙 𝑙 𝑙 ) 

 

ただし，exp𝑙(𝑙) 𝑙 ∑ 𝑙𝑙 (𝑙 − 1 )/ 4

[𝑙 ]!
𝑙𝑙∞

𝑙 = 0
 , [𝑙 ]! = [𝑙 ][𝑙 − 1] ∙∙∙ [1]のた[𝑙 ] 𝑙

(𝑙𝑙 / 2 − 𝑙− 𝑙 / 2 )/ (𝑙1/ 2 − 𝑙− 1/ 2) ）です．ここで，𝑙 = ∑ 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙𝑙𝑙
とし

て𝑙 12 𝑙 𝑙 𝑙 1 , 𝑙 23 𝑙 1 𝑙 𝑙  , 𝑙 13 𝑙 ∑ 𝑙 𝑙 𝑙 1 𝑙 𝑙𝑙𝑙
のとおくと，

𝑙 12𝑙 13𝑙 23 = 𝑙 23𝑙 13𝑙 12という関係式が成り立ちます．これを量

子化されたヤン-バクスター方程式といい，𝑙 を普遍R行列といい

ます．さらに，𝑙 𝑙 ∑ 𝑙 (𝑙𝑙)𝑙 𝑙  𝑙
とおいて，𝑙 𝑙 𝑙 − 1𝑙とします． 

さて，ここで𝑙 𝑙(𝑙𝑙2)の２次元既約表現 𝑙𝑙 2
: 𝑙 𝑙(𝑙𝑙2) → End (𝑙 2)を 

 

𝑙𝑙 2
(𝑙 ) = (

0 1
0 0

)  , 𝑙𝑙 2
(𝑙 ) = (

0 0
1 0

)  , 𝑙𝑙 2
(𝑙 ) = (

𝑙1/ 2 0

0 𝑙− 1/ 2
)  

 
で定義します．このとき，上で定義した𝑙 , 𝑙, 𝑙のを用いて，𝑙 𝑙

𝑙𝑙 2
(𝑙) ∙ 𝑙 ((𝑙𝑙 2

𝑙 𝑙𝑙 2
) (𝑙 )) , 𝑙 𝑙 𝑙𝑙 2

(𝑙𝑙− 1 )という量を考えます．こ

れを定義から計算すると， 
 

𝑙 =

(

𝑙− 1/ 2 0 0 0

0 0 𝑙− 1 0

0 𝑙− 1 𝑙− 1/ 2 − 𝑙− 3/ 2 0

0 0 0 𝑙− 1/ 2 )

 , 𝑙 = (
𝑙1/ 2 0

0 𝑙− 1/ 2
)  

 
となります． 

これらの𝑙 のと𝑙のは組紐群の章で述てたヤン-バクスター方程式と

２つの関係式を満たすことが分かります．したがって，𝑙 𝑙(𝑙𝑙2)の

２次元既約表現から構成した𝑙 のと𝑙のから上で述てたような構成に

よって絡み目の不変量が構成できます． 

実はこの不変量は， 質的にはジョーンズ多項式と一致するこ

とが分かります．正確には，ここで定義した𝑙と𝑙において𝑙1/ 2 =

− 𝑙− 1/ 2のと変換した行列から作られるtrace(𝑙𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 (𝑙))のという量を

(− 𝑙1/ 2 − 𝑙− 1/ 2)ので割った量はジョーンズ多項式と等しくなります． 

𝑙𝑙 (𝑙) =
1

(− 𝑙1/ 2 − 𝑙− 1/ 2 )
trace(𝑙𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 (𝑙) ) 

したがって，最初に図式の変形を用いて組み合わせ論的に定義さ

れたジョーンズ多項式が，量子群の表現を考えることで得られる

ことが分かりました． 

量子不変量 
上ではかなり天下り的に𝑙と𝑙を構成しましたが，実は，一般論

としてリボンホップ代数という特別なクラスのホップ代数の既約

表現から上で述てた性質をもつ𝑙と𝑙が作れることが分かります．

さらに，一般に単純リー代数𝑙に対して，その量子群𝑙 𝑙(𝑙)はリボ

ンホップ代数の構造を持つことが知られているので，様々な単純

リー代数𝑙と𝑙 𝑙(𝑙)の表現を考えることで一気に大量の不変量が得

られることが分かり，これらをまとめて量子不変量と呼びます． 
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図８: 組紐の閉包 


