
 

 

概要 
現在までで, この世界は強い力・弱い力・電磁気力・重力という４

種類の根本的な相互作用により構成されることが知られている. 

このうち重力以外はまとめてゲージ群を𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)𝑌

とするゲージ理論で記述され場の量子論の枠組みでも扱うことが

でき素粒子標準模型と呼ばれている. 一方, 重力はEinsteinの一

般相対性理論という時空の幾何学を用いて記述されているが量子

化については困難があり完全にはなされていない. 

量子化には困難が残るものの４つの力はすべて, 古典的にはゲー

ジ理論の枠組みで記述できることを紹介する. この美しさに触れ

れば, 諸君もゲージ理論教に入信したくなることだろう. 

自由Dirac場 
現実世界の物質を表すDirac場𝜓(𝑥)を例にとって考える. 平坦な

Minkowski 時空で計量𝜂𝜇𝜈 = diag(1, −1, −1, −1)とし, 自然単位

系ℏ = 𝑐 = 1において自由 Dirac場のラグランジアンの作用は 

𝐼 = ∫ 𝑑4𝑥√−𝜂 𝐿 = ∫ 𝑑4𝑥√−𝜂 𝜓̅(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚)𝜓 (1) 

で与えられる.今 𝜂 = 𝑑𝑒𝑡 (𝜂𝜇𝜈) = −1,  Dirac 行列𝛾は {𝛾𝜇 , 𝛾𝜈} =

2𝜂𝜇𝜈をみたす 4次正方行列.Dirac共役は 𝜓̅ = 𝜓†𝛾0で定める. 

電磁場の場合 

理論にある大域的対称性を局所化 

大域的𝑈(1)対対性性を局所的ゲージ対性性に変えて整合的な理論

を作る（複素平面の座標軸の取り方を時空点毎に独立にする） 

ψ(x) → exp(iα(x))ψ(𝑥)  ≅ (1 + 𝑖α(x))ψ(𝑥) (2) 

共変微分 

(2)の変換では(1)が不変にならないので“うまい”微分を導入 

𝐷μ ≡ ∂μ + 𝑖𝑒𝐴μ(𝑥) (3) 

e: 電気素量, 𝐴μ(𝑥)ゲージ場（電磁場） 

ゲージ変換 

𝐷μψ(𝑥)が(2)の変換をするためには, ゲージ場は次の変換をする.  

𝐴μ → 𝑒𝑖𝛼(𝑥) (𝐴μ − 
𝑖

𝑒
∂μ) 𝑒−𝑖𝛼(𝑥) = 𝐴μ −

1

𝑒
𝜕𝜇α(𝑥) (4) 

場の強さ（曲率） 

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈] は最早ただの数になり場の強さテンソルと一致する 

[𝐷μ, 𝐷ν] = 𝑖𝑒𝐹μν (5) 

実際, 𝐹μν = ∂μ𝐴ν − 𝜕ν𝐴μ であり電磁気学の結果と一致する. 

電磁場と結合したDirac場のラグランジアン密度 

𝐿𝐸𝑀 = 𝜓̅(𝑖𝛾𝜇𝐷μ − 𝑚)𝜓 −
1

4
𝐹μν𝐹μν (6) 

重力理論 
一般相対性理論で課す一般座標変換では Dirac 場などのスピノ

ール場を含む多価表現を持てない. そこで平坦な時空でのスピノ

ールの理論において Poincare 対性性を局所化することでのみ

スピノール場が重力と結合した理論を得られる. スピンという量

は重力の効かない微視的領域で導入されたもので, 各点毎の局所

Lorentz系でのみ定まるのは物理的にも自然である.  

局所 Lorentz系(𝑿𝒌系)・一般座標系(𝒙𝝁系) 

Lorentz系間は Lorentz変換で移りあう𝑋𝑘 → 𝑎𝑘
𝑙𝑋𝑙(𝑘 = 0~3). 

一般座標系(𝑥対系)に対して四脚場ℎ𝑘
𝜇(𝑥) = 𝜕𝑋𝑘 𝜕⁄ 𝑥μ対を定めると, 

𝑥系の計量は𝑔μν(𝑥) = η𝑘𝑙ℎ𝑘
𝜇(𝑥)ℎ𝑙

𝜈(𝑥). 

理論にある大域的対称性を局所化 

(1)の平坦時空の自由 Dirac 場のもつ大域的 Lorentz 対性性を

局所 Lorentz対性性に拡張すると 

ψ(𝑥) → Λ1/2(𝑎(𝑥))ψ(𝑥) ≅ (1 +
1

2
𝜉𝑘𝑙(𝑥)

1

2
γ𝑘γ𝑙) 𝜓(𝑥)(7) 

𝜉𝑘𝑙(𝑥) ：反対性, 微小局所 Lorentz変換パラメータ 
1

2
𝛾𝑘𝛾𝑙 = 𝐺𝑘𝑙 ：Lorentz変換の生成子, γμ(𝑥) = ℎμ

𝑘γ𝑘 . 

共変微分 

一般座標系変換と局所 Lorentz変換に対し“うまい”微分を導入 

∇μψ(𝑥) ≡ (𝜕μ +
1

2
𝐴μ

𝑘𝑙(𝑥)𝐺𝑘𝑙) 𝜓(𝑥) (8) 

ゲージ場 Aは klについて反対性, 生成子とまとめて𝐴μ(𝑥) 

ゲージ変換（局所 Lorentz変換） 

𝐴μ(𝑥) → Λ1/2(𝑎(𝑥))𝐴μΛ1/2
−1

− 𝜕μΛ1/2(𝑎(𝑥)) ⋅Λ1/2
−1

(9) 

のもとで(8)は共変になる. 

場の強さ(曲率) 

𝐹𝑙μν
𝑘 = 𝜕μ𝐴𝑙ν

𝑘 − 𝜕𝜈𝐴𝑙μ
𝑘 + 𝐴𝑚μ

𝑘 𝐴𝑙ν
𝑚 − 𝐴𝑚ν

𝑘 𝐴𝑙μ
𝑚 = 𝑅𝑙𝜇𝜈

𝑘 (10) 

これは Christoffel記号から定まる Riemann-Christoffel 

曲率に一致. スカラー曲率は𝑅 = 𝑔μν𝑅μαν
α , Gはニュートン定数.  

重力と結合したDirac場のラグランジアン密度 

𝐿𝐺 = √−𝑔 (
𝑅

16𝜋𝐺
+ 𝜓̅(𝑖𝛾𝜇∇𝜇 − 𝑚)𝜓) (11) 
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ゲージ原理で記述する４つの力 
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